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1 Eine neue Si
htweiseIm Anhang B des Bu
hes �Relativitätstheorie ans
hauli
h dargestellt� bes
hreibt Lewis C. Ep-stein, wie man von seinen �Raumeigenzeit-Diagrammen� zu den in der SRT oft verwendeten�Raumkoordinatenzeit-Diagrammen� gelangt, [1℄. In den folgenden Abs
hnitten zeigen wir etwasausführli
her, wie er das ma
ht.Erst gehen wir, so weit es für das Verständnis der Umwandlung nötig ist, einzeln auf das Raumko-ordinatenzeit-Diagramm mit x- und ct-A
hse ein, das wir Minkowski-Diagramm nennen und dannauf das Raumeigenzeit-Diagrammmit x- und cτ-A
hse ein, das bei uns Epstein-Diagramm heissensoll.
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2 Das Minkowski-DiagrammWer si
h genauer mit dem Minkowski-Diagramm befassen will, sei auf die umfangrei
he Literaturdazu verwiesen, z. B. [2℄,[3℄.Gegenüber einem ruhenden System, dargestellt dur
h senkre
ht aufeinander stehende x- und ct-A
hsen, bewege si
h in positiver x-Ri
htung mit glei
hförmiger Ges
hwindigkeit v ein zweites.Dessen Koordinatena
hsen x ′ und ct ′ stehen s
hiefwinklig aufeinander, je um den Winkel ψ na
hinnen gedreht. Für diesen Winkel gilt:
tanψ =

v

cSogenannte Ei
hhyperbeln legen dur
h ihre S
hnittpunkte mit den A
hsen auf diesen die Einheitenfest. So hat der Punkt PM die Koordinaten x ′= 0 und ct ′= 1. Die Stre
ke OPM ist also glei
h der
ct ′

x ′

v = cv = −c
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ψEinheitsstre
ke, und das ist c mal die seit t ′ = 0 im bewegten System ver�ossene Zeit. Andererseitsist die Stre
ke OR auf der ct-A
hse glei
h c mal die Zeit, wel
he seit t = 0 im Ruhesystemvergangen ist.Ist v = c, also tanψ = 1 und ψ = 45◦, fallen x ′- und ct ′-A
hse zur re
hten Li
htges
hwindigkeits-geraden zusammen.Natürli
h gibt es au
h eine Li
htges
hwindigkeitsgerade für v = −c, und man überlege si
h etwa,warum weitere A
hsen ct ′′, ct ′′′ usw. immer in dem dur
h die linke und die re
hte Li
htges
hwin-digkeitsgeraden gebildeten Sektor na
h oben zeigen müssen!(Farbig hervorgehoben sind hier und im Epstein-Diagramm diejenigen Stü
ke, wel
he im Abs
hnitt 4die beiden Diagramme vertreten. Aus diesen farbigen Stü
ken lässt si
h jeweils das ganze Diagrammwieder rekonstruieren!)Iso
hronen, also Linien mit glei
hem Uhrenstand na
h der Syn
hronisation in O sind hier alsoHyperbeln. Syn
hronen, also Linien, auf denen glei
hzeitige Ereignisse des Ruhesystems liegen,sind Parallelen zur x-A
hse. 4



3 Das Epstein-DiagrammEine Einführung in Epstein-Diagramme gibt der Abs
hnitt C von [4℄, im Internet zu �nden unter�www.relativity.li/de/epstein/lesen/
0_de�.Wieder bewege si
h gegenüber dem ruhenden System x-cτ mit glei
hförmiger Ges
hwindigkeit vin positiver x-Ri
htung ein zweites mit den A
hsen x ′ und cτ ′. Beide Systeme sind re
htwinklig,das bewegte ist um den Winkel ϕ gegenüber dem ruhenden abgekippt. Für ϕ gilt:
sinϕ =

v

c
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Die Einheitsstre
ken sind auf allen A
hsen glei
h lang. Alle Objekte legen in derselben Zeit glei
h-lange Stre
ken im Diagramm zurü
k. Werden die Uhren beider Systeme bei der Begegnung in Okorrekt syn
hronisiert, kann in jedem System der Stand jeder beliebigen Uhr dur
h Projektion aufdie cτ- resp. die cτ ′-A
hse abgelesen werden.Iso
hronen im ungestri
henen System sind also jetzt Parallelen zur x-A
hse, Syn
hronen im unge-stri
henen System sind Halbkreise mit Zentrum in O. Li
ht bewegt si
h in jedem System senkre
htzur Eigenzeit-A
hse, also parallel zur Raum-A
hse. Zu einem Vorgang gehören ni
ht 2 Punkte oderEreignisse, sondern 2 glei
h lange Stre
ken.
5



4 Epsteins Vors
hlag der Diagramm-UmwandlungWir zei
hnen nun im Aufriss (also auf der �Rü
kwand�) ein Minkowski-Diagramm mit ct- und
x-A
hse. Im Grundriss (also auf dem �Boden�) zei
hnen wir ein Epstein-Diagramm mit cτ- und
x-A
hse. Die beiden x-A
hsen lassen wir dabei zusammenfallen. Um die ct-A
hse zei
hnen wir mitSpitze in O den Kegel mit Ö�nungswinkel 45◦:

ϕ1 1
1 P
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S
hnittebene cτ = 1E
GenutzterBerei
h

Ein Quadrat!
b

b

b

ct

cτ

x

Q

O

ψ

Bilden wir zur roten Iso
hronen dur
h Q und PE die vertikale gestri
helte Ebene, so s
hneidet dieseden Kegel in der s
hwarz gezei
hneten Hyperbel. Projizieren wir diese Hyperbel auf die Minkowski-Ebene, so erhalten wir die blaue Hyperbel, wel
he gerade die entspre
hende Iso
hrone imMinkowski-Diagramm ist!Stellen wir auf die rote Syn
hrone (den Halbkreis um O dur
h PE) den Halbzylinder mit ct alsA
hse, so s
hneidet dieser den Kegel ebenfalls in einem Halbkreis. Projizieren wir diesen s
hwarzenHalbkreis wieder auf die Minkowski-Ebene, so erhalten wir die Gerade dur
h PM , wel
he geradedie entspre
hende Syn
hrone im Minkowski-Diagramm ist !
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Die roten Stü
ke im Epstein-Diagramm werden bei dieser Umprojektion über den Kegel genau aufdie blauen Stü
ke im Minkowski-Diagramm abgebildet - und umgekehrt!Derart lassen si
h alle Punkte der beiden Ruhesysteme eindeutig aufeinander abbilden, und dabeiwerden Syn
hronen auf Syn
hronen und Iso
hronen auf Iso
hronen abgebildet. Die Uhren in PEund in PM haben beide den Uhrenstand 1!Analytis
h:Der Kegel lässt si
h wie folgt s
hreiben:
ct =

√
c2τ2 + x2, 0 ≤ ct ≤ ctend , cτ ≥ 0

ctend sei die willkürli
h gewählte Kegelhöhe. Man sieht, dass diese au
h glei
h dem Radius derroten Syn
hrone ist.Wir s
hneiden den Kegel mit einer Ebene der Glei
hung
cτ = 1E,wobei E die Länge der Einheitstre
ken auf den A
hsen bedeute.Wir erhalten so die s
hwarze Hyperbel und projizieren diese auf die blaue in der Minkowski-Ebene.Die blaue Hyperbel ist wieder als eine Iso
hrone das Bild der roten Geraden dur
h Q und PE!Deren Glei
hung erhalten wir als

ct =
√
E2 + x2, E ≤ ct ≤ ctend ,indem wir die Ebenenglei
hung in jene des Kegels einsetzen.Die s
hwarze Gerade dur
h PM auf der Höhe ctend , wel
he die Hyperbel abs
hliesst, ist als Bilddes roten Halbkreises um O nun eine Syn
hrone.Die folgenden Figuren zeigen, wie wir vom tanψ des Minkowski-Diagramms zum sinϕ des Epstein-Diagramms gelangen.

c
t e
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ψ r
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c
t e
n
d

r

a
PE

ϕ

PM ist von der ct-A
hse glei
h weit entfernt wie PE von der cτ-A
hse. Diesen Abstand nennenwir a. Der Radius r der roten Syn
hrone des Epstein-Diagramms ist glei
h lang wie die Kegelhöhe
ctend .Wir sehen nun, dass

tanψ =
a

ctend
bzw. sinϕ =

a

rgilt. 7



5 Eine andere DarstellungRotiert man die Zei
hnung von p.6 um 180◦ um die x-A
hse, ergibt si
h die folgende Ansi
ht:
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Die Epstein-Ebene ist jetzt �oben� und die Minkowski-Ebene ist �vorne�. Ein Objekt bewegt si
hräumli
h von O na
h B, raumzeitli
h hingegen von O na
h B respektive von O na
h B!Die Stre
ken OA, OA, OC, AC, CC und DD sind alle glei
h lang.
OC ist die Stre
ke, wel
he das Li
ht in der Zeit OA = OA zurü
kgelegt hätte, OB ist die Stre
ke,wel
he das Objekt B in dieser Zeit zurü
kgelegt hat. Man kann sofort ablesen, dass gilt

v

c
=
v · ∆t
c · ∆t

=
OB

OC
=
AB

OA
= tan(ψ) und v

c
=
v · ∆τ
c · ∆τ

=
OB

OC
=
FB

OB
= sin(ϕ)Die violette Hyperbel in der �Rü
kwand� ist sowohl die Projektion der roten Iso
hronen EFB alsau
h der blauen Iso
hronen EFB .
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6 Loedel-Diagramme � ein perfekter Kompromiss?Eine ausführli
he Einführung in die Loedel-Diagramme �ndet man in [5℄.In einem Minkowski-Diagramm für 3 Koordinatensysteme bewegt si
h das System Grün mit Ge-s
hwindigkeit w gegenüber S
hwarz und das System Rot mit −w gegenüber S
hwarz. Es gilt:
w

c
= tan

ϕ

2
und −

w

c
= − tan

ϕ

2Die Relativges
hwindigkeit von Rot und Grün ist demna
h w ⊕ w = v . Für v gilt:
sinϕ =

v

c
!!(siehe Aufgabe 4 auf p.3 von �Relativitätstheorie mit Zirkel und Lineal � zur Addition von Ges
hwin-digkeiten� in [6℄)Die Ei
hhyperbeln de�nieren auf allen 4 A
hsen von Rot und Grün glei
h lange Einheitsstre
ken.Die grüne ct-A
hse steht senkre
ht auf der roten x-A
hse, die rote ct-A
hse steht senkre
ht aufder grünen x-A
hse. Li
ht bewegt si
h für alle entlang der blauen Winkelhalbierenden.
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Nun lassen wir das s
hwarze System weg. Es bleiben no
h die Systeme Rot und Grün, jeweils mit
ϕ zwis
hen roter x-A
hse und grüner x-A
hse, bzw. grüner ct-A
hse und roter ct-A
hse. Ähnli
hwie beim Epstein-Diagramm können sowohl Grün als au
h Rot als Ruhesystem betra
htet werden.Wie bei Minkowski entspre
hen den Ereignissen Punkte in der Zei
henebene, denen dur
h Projektionparallel zu den Koordinatena
hsen eine Zeit ct und ein Ort x zugeordnet werden kann.Syn
hronen sind immer no
h die Parallelen zur Rauma
hse. Iso
hronen sind Hyperbeln analog zurEi
hhyperbel für t = 1.Sei Rot unser Ruhesystem, von dem aus wir Grün mit dem Ereignis (c · 1, 0) betra
hten. Diesparallel zur roten x-A
hse auf die rote ct-A
hse projiziert, ergibt dort die Koordinate ct1, parallelzur roten ct-A
hse auf die rote x-A
hse projiziert, die Koordinate x1.S
hön können wir am Dreie
k mit der Kathete c · 1 und der Hypothenuse cṫ1 die Zeitdilatationablesen:

ctct

x

x

v = c

v = −c

b

ct1

x1

1 1
1

1
ϕ

ϕ

b b

b

b

O

Es ist:
c · 1
c · t1

= cosϕ =

√

1−
v2

c2Die Uhr in Grün geht also langsamer! 10



Zur Demonstration der Längenkontraktion ruhe auf der grünen x-A
hse eine Stre
ke AB = l0. IhreEnden bewegen si
h mit der Zeit auf dem gezei
hneten Parallelstreifen.Die Enden der Stre
ke AB = l ′ sind glei
hzeitig im Sinne von Rot (Iso
hrone) und es gilt:
l ′ = l0 · cosϕ = l0 ·

√

1−
v2

c2Die nun verkürzte Länge l ′ kann dur
h Projektion parallel zu ct auf der roten x-A
hse gemessenwerden.
ctct
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Die Stre
ke BB kann ges
hrieben werden als
BB = l0 · sinϕ = l0 ·

v

c
= ∆x ·

v

c
,wobei ∆x = l0 ja glei
h dem Eigenabstand von Uhren ist, die si
h bei A und B be�nden. Na
h derbekannten Formel für die Desyn
hronisation

c · ∆t = −∆x ·
v

cgeht für Rot die Uhr A um ∆t na
h! 11
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